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1 Logik und Mengen:

=(aVb) < —-aN-b (De Morgansche Regeln)

V(aAb) < a (Absorption)
aVasa ahasa (Idempotenz)
aN-a<0 aV-asl (Kontradiktion/Tautologie)
a=>b<= aVb<= b= —a (Implikation)
a4 b= —a& b (Aquivalenz)
Ac:=X\A={z|(zeX)AN(xz ¢ A)} (Differenz)
A=B: s z€ A& x e B (Gleichheit)
ACB:s [z A=z € B| (Inklusion)
Uics Aii={z|Fiel:zc A} (Vereinigung)
Nier Aii={z|Viel:xzc A} (Durchschnitt)

Reflexivitat: Ve € X : x ~p x

Symmetrie: Vz,y € X 12 ~py S y~rx

Transitivitit: Vz,y,z2 € X : [zt ~r Yy ANy ~g 2] = [z ~r 7]
Antisymmetrie: Vz,y € X : ¢ ~g YNy ~p o & y =<
Ve,y € X :x >y Ve <y= (X, <) wohlgeordnet

Bildoperator: A — F(A) :={F(z) |z € A}

Urbildoperator:B — F~1(B) := {z € X | F(z) € B}

2 Gruppen, Ringe, Korper:

2.1 Gruppen: (G,o0)

G1: Vg,h,i € G:(goh)oi=go(hoi) (Assoziativiat)
G2: dee GVge G:goe=g (Neutrales Element eindeutig)
G3:VgeGIgd cG:gogt=¢ (Existenz von Inversen)
G4:Vg,heG:goh=hog (Kommutativitat)

)

S2.12hog=iog=h=1 (Kiirzungsregeln, Eind.Inv

Gruppenhomomorphismus: ¢ :
®(goh) =0(g) x (h)
Gruppenisomorphismus: bijektiver Homomorphismus
Gruppenendomorphismus: G = H
Gruppenautomorphismus: bijektiver Endomorphismus
Kern von @ : kern(®) = {g € G| h(g) = en}
Injektivitdt: f(z) = f(y) =z =y

Surjektividt: Vy € Y3z € X : f(z) =y

H C G Untergruppe, wenn Vg,h € H:goh™!

(G,0) = (H,%) ¥g.h € G :

2.2 Ringe: (R, ®,*)

Rl1: (R, ®) abelsche Gruppe mit n € R (additive Struktur)
R2: (R, *) ist assoziativ (Assoziativitat d. Multiplikation)
R3:ax(b®c)=(axb)® (axbd) (Distributivitét)
R4: (R, %) ist kommutativ mit e € R (Kommutativitét)

S.222:axn=mn, (—a)x(—b) =axb, —a=(—€)*xa

2.3 Korper: (K,o,x)

K1: (K, ®) abelsch mit n € K
K2: (K\{n},*) abelsch mit e € K (multiplikative Struktur)
K3:ax(b®c)=(axb)® (axb) (Distributivitét)
L.2.25: (—2) ' = —(2) L zxy=nSzr=nVy=n
L.2.2.6: T C K,Korper, wenn 2 +y €T, —z €T, !

(additive Struktur)

eT

Ein Tupel (K, ®,*, <) heift geordneter Korper, falls eine totale
Ordnung auf K gegeben ist:

Ol:Vz,y,ze K: z <y >x@2<ydz
O2:Ve,y,ze K:z<yAn<z=z2x02<ydz

Supremum: (Vz e M : 2 < C)A(Ve<CIz e M :c<x)
Infimum: Vzx € M :2>C)A(Ne>CIx e M :c>x)
sup(M) kleinste obere Schranke inf(M) grofte untere Schranke
Ordnungsvollstandigkeit < Supremumseigenschaft
S.2.4.4: Sei K ein geordneter Korper: Vz,y € K: |z +y| < |z|+ |y|
und ||z + y| — |z|| < |y| (Dreiecksungleichung)
B.2.4.5: > k= w (kleiner Gaufk)

Sho(2xk—1) =n?

_ n(n+1)(2n+l)

Sho k=
S24.7:Z={n—m|n, mEN} Q={t|peZqeN}
B.2.7.6: Eine Menge M heifst abz&hlbar, falls eine injektive Abbil-
dung M — N existiert.

HTL(5) =1 (5) == (50) = () - F5) () = mosn
ozy=1l:z>n, O0:xz=n, —-l:z<n |z|:=0c(x)*x
o(xxy) =o(@)*o(y); [z~ = 2| (z #0); |2yl =[] - [yl

3 Konvergenz von Folgen und Reihen

3.1 Konvergenz von Folgen:

Folge nach oben beschriankt < Menge nach oben beschrankt
Folge monoton wachsend: 41 > zp,

Konvergenz: Ve > 03N e NVn > N : |z, —z| < €

Bestimmte Divergenz: VC € RIAN e NVvn > N :z, > C

S.3.1.2: Konvergiert eine reelle Folge, ist der Grenzwert eindeutig.
L.3.1.3: Konvergente reelle Folgen sind beschrankt.

S.3.1.4: limzp+Hlimy, = lim(zn+ys) limx,-limy, = im(x,-yn)
Yn=2n ' Tn #0 (yn =0 falls z,=0)limy, = (lim:cn)f1

lim|z,| = |limz,| zn <yp = limz, <limy,, (n,yn konv.)
S.3.1.6: Jede monoton wachsende, nach oben beschrinkte reelle
Folge konvergiert lim z,, = sup{z, | n € N}

B.3.1.8: Fiir alle beschrénkten reellen Folgen existieren

limsupn — ooz, = inf{sup{z | kK > n} | n € N} und lim inf
P.7.2: limsupn — ooz, = —liminf n — co(—xn)

S.3.1.11: Satz von Bolzano-Weierstrafi: Alle beschrankten reel-
len Folgen besitzen konvergente Teilfolgen.

L.3.1.12: Existiert der Limes superior fiir eine Folge, so existiert
eine Teilfolge mit diesem Grenzwert.

Cauchy-Folge: Ve > 03N € NVn,m > N: |z, — Zm| <€
S.3.1.15: reelle Folge konvergiert < Cauchyfolge = Korper geniigt
Vollstandigkeits- und archimedischem Axiom.

S.3.1.17: Jede reelle Folge besitzt eine monotone Teilfolge.
S.3.1.18: A C R abgeschlossen < Vz, € AVn € Nlimz, € A
S.31.19: U C Roffen & Vo € UJe > 0 : B(r) C U & R\U
abgeschlossen, Bc(z) = {y € R||z — y| < €}

L.3.1.21: Majoranten-Kriterium: 0 < z, < y, Alimy, =0 =

limz, =0
S.3.1.24: Binomialformel: (¢ 4+ b)" =>"7_, g Ja* bk

H.8.2: lm 2, =0 m |z,] =0« lm (z,)° =0
H.9.1: m (3/n)nen =1
P.9.2: (zn)nen konverg. in x € C = (Ty)nen konverg. in T

3.2 Konvergenz von Reihen:

Voraussetzung fiir Konvergenz: (zn)nen ist eine Nullfolge.
YA =1 3% A" =12 V|A| < 1 Geometrische Reihe
L.3.2. 3 Reihe Yz, konvergent falls > |z | konvergiert

B.3.2.4: Cauchy-Kriterium: > z,, konvergiert <

Ve>03 €N:lsm —sul = |20,y @l <D0t 2] <e
L.3.2.5: Ist fiir eine Folge (x,)nen nicht-negativer reeller Zahlen
die Folge der Partialsummen beschrénkt, so konvergiert die ent-
sprechende Reihe.

B.3.2.7: 32 | L divergiert gegen +oo (
B.3.2.8: Y.°° | - konvergiert > > Q;L, = exp(z) (konvergent)
S.3.2.9: Majoranten-Kriterium: 0 < |z,| < yn A Y yn konver-
giert = Y z,konvergiert absolut.

H.9.3: umgekehrtes Majoranten-Kriterium: 0 < z,, < y, A
> @y divergiert bestimmt = Y y, divergiert bestimmt.

S.3.2.12: Wurzelkriterium: limsup {/|z,| < 1 = > z, konver-
giert absolut. (>1: nicht konvergent)

S.3.2.15: Quotienten-Kriterium: 3\ € (0,1)3N € N

Vn > N :|[ZE < X = 3 a, ist absolut konvergent.

S.3.2.18: Leibniz-Kriterium: Z, monoton fallende Nullfolge (x,, €
R*) = S(—1)"z, konvergiert. (nicht absolut!)

S.3.4.0: Y xn +yn =D xn + D yn falls z, und y, konvergent.
S.3.4.1: Cauchy-Produkt: Y >° (> @p-yn—t = (O Tn) (3 yn)
falls x,, absolut konvergent und y,, konvergent.

armonische Reihe)



3.3 Exponential-, Trigonometrische Fkt.:

. _ ooz _ S 1
exp:R—=R,expr =) " "5 e=) ~ 1

B.3.4.4: exp ist strikt monoton wachsend = Injektivitat

L.3.4.5: exp(i-a) =exp(—i-a) |exp(i-a)|=1

cosw = Rexp(i - 2)) = (HREDIPREID) = 5300 ()" g

. . exp(i-x)—exp(—i-x n g2ntl
sinz = S(exp(i - x)) = (plin)_cxp(=ie)) p(i-z) o p(-iw)) Yoo (-1 BT

z=1r-[cos(p) +isin(p)] =7 -exp(i-p)

r =zl = V/3(2)? + R(2)?
_ S(2)
@ = arctan (m@

S.3.4.7: cos(a + B) = cos(a) cos(B) F sin(« )sm B)

sin(a + ) = cos(a) sin(B) =+ cos(B) sin(a)
P.9.1: sinh(z) = 1 - (exp(z) — exp(—x)) sinh’(z) = cosh(x)
cosh(z) = 1 - (exp(z) + exp(—z)) cosh'(x) = sinh(z)
Wichtige Identltaten exp(i-m) =—1 7' =exp(—7%)
4 Stetigkeit:
Definition: Ve > 036 > 0Vy € Bs(z) N A : |f(y) — f(z)| < e

S.4.1.2: f: A — B stetigin z € Af(x) € B,g : B — R stetig in
f(x) = go f stetig in x.

K.4.1.3: f stetig auf A und g stetig auf B = g o f stetig
H&aufungspunkt: A C Rz € R Haufungspunkt von A, falls z,, €
A\{z} existiert mit limz, =z

B.4.1.4: Ist A nach oben (unten) unbeschrénkt, heift co (—oo)
Haufungspunkt von A

B.4.1.5: f ist stetigin z € A & lim f(ac/) = f(z)

L.4.1.6: (z ist Haufungspunkt von A) a=lim_
A mit limz, =z = lim f(z,) = a

L.4.1.7: f ist stetigin x € A < V(Zn)neny € A mit limz, =
lim [ () = f(2)

L.4.1.9: f: R — R ist stetig <& YU C R (U offen): f~(U) offen.
H.11.3: Unstetigkeitsstelle 1. Art < }Ll;nl T # }Ll\mL Tn
Unstetigkeitsstelle 2. Art < lim x,, v lim 7, existieren nicht.

f(a:/) sV, €

4.1 Stetigkeit und Kompaktheit:

S.4.2.1: Zwischenwertsatz: a < b € R, f:
0.B.d.A.f(a) < f(b):

vy € (f(a), F(b)3x € (a,) : f(w) =y

Eine Menge A heifst abgeschlossen, falls fiir jede Teilfolge (xr )nen
mit 2, € A Vn € N auch « = lim € A ist. Eine Menge heift
beschrankt, falls sie ein Supremum und Infimum besitzt. Eine
Menge heifst kompakt, falls sie abgeschlossen und beschrankt ist.
S.4.2.2: A kompakt f: A — R stetig 3z € A: f(z) = max f(a)

f nimmt also auf A ein Maximum an (Analog Minimum).

Stetige Funktionen auf kompakten Mengen sind immer beschréankt.
B.4.2.3 f gleichmifig stetig auf A C R:

Ve>036>0Vz € A:a’ € Bs(z)NA= f(z') € Bo(f())
S.4.2.6: Ist A kompakt und f : A — R stetig, so ist f auf A auch
gleichméfig stetig.

H.11.3: Monotone Folgen haben keine Unstetigkeitsstellen 2. Art
und maximal abzahlbar viele Unstetigkeitsstellen 1. Art.

[a,b] — R stetig und

4.2 Anwendung auf spezielle Funktionen:

L.4.3.1: Reelle (komplexe) Polynome sind auf R (C) stetig.
S.4.3.2: exp(x) ist auf ganz R und C stetig

K.4.3.3: Trigonometrische Fkt. sin und cos sind auf R stetig.
K.4.3.4: expR — R™ bildet bijektiv ab.
K.4.3.5: logR" — Rz + log(z) = exp™
K.4.3.6: log(z - y) = log(z) + log(y)
S.4.3.7: f bijektiv = f ist strikt monoton wachsend (fallend). Ist f
strikt monoton wachsend, so wichst f~! ebenfalls strikt monoton.
Stetigkeit iibertrigt sich ebenfalls auf f~!

B.4.3.8: {/z = expEL =sup{y e R | y" < 2}

at = (Ya)"

! (z) Umkehrfunktion

T __ log =
a” = exp(z - loga) e

log(a®) = z - log(a)

log, x =

5 Differentiation:

5.1 Differenzierbarkeit:
Existiert fiir z € (a,b) f'(z) = lim M7

o so ist f in x diffe-
renzierbar und f’ die Ableitung von f in z.

Ist f': (a,b) > R x— f'(x) stetig, so heifit f stetig diffbar.
Schreibweise: - f(x) oder %(m)

L.5.1.2: Ist f : (a,b) — R diffbar, so ist f auch stetig.

B.5.1.4: Im f(z') existiert & limys », f(2') Alimg, f(2') exis-
tieren und stimmen {iberein.

S.5.1.5: Seien a < b € Rund f : (a,b) — R. Dann ist f genau dann
in z € (a,b) diffbar, falls es eine lineare Abbildung A : R — R gibt,
sodass: u(z') = f(a')—f(x)— Az’ —z) die Bedingung lim Z@gj =0
erfillt.

B.5.1.6: Landau-Notation: f(z') =
)

f@)+@ =)« f'(2)+o(|z'—

5.2 Ableitungsregeln:

a) (f*9)'(x)=f(z) g(x)+ f(z) ¢ (z) (L.52.1 Produktregel

( )
(b) ( ) (z) = M (L.5.2.1 Quotientenregel)
(c) (ﬂvnH) (n+1) -z (B.5.2.2 Potenzregel)
(d )(QOf) (l’) 9'(f(z )) f'(@) (5.5.2.3 Kettenregel)
(€) (u(@)"™) = u(x)"™ - (In(u(z)) - v(x))

5.3 Weitere Folgerungen:

Seien a < b € RU{£oo}. f: (a,b) — R hat in = € (a, b) ein lokales
Minimum (Maximum) falls gilt: 3§ > 0Va' € Bs(z) : f(z') >
f@) (fa) < f(@)

S.5.3.1: Hat f in z ein lokales Maximum /Minimum: f’(z)=

Der Extrempunkt heifst absolut, falls Ungleichung strikt ist und
global, falls Bs(z) durch ganz (a,b) ersetzt werden kann.

S.5.3.2: Mittelwertsatz f : [a,b] — R stetig und auf (a, b) diffbar:
dz € (a,b) : f'(z )—M

K.5.3.3: f : (a,b) — R differenzierbar:

(a) ist f'(z) > 0Vx € (a,b), so ist f strikt monoton wachsend.
(b) ist f'(z) = 0Vz € (a,b), so ist f konstant.

(c) ist f'(z) < 0Vz € (a,b), so ist f strikt monoton fallend.
K.5.3.4: Ist f : [a,b] — R auf (a,b) diffbar und gilt f'(z) > cVz €
(a,b) : f(z) > f(a) + c(z — a)Vx € (a,b).

S.5.3.5: f : (a,b) — R stetig diffbar, x € (a,b) f'(z) #0

') = m mit y = f(z)

1= Idg(2) = (f7 o f)(@) = (1) (f(2) - f'(2)

5.4 Anwendung auf spezielle Funktionen:

FD @) = S an- il

S.5.4.1: exp auf ganz R diffbar mit: Vo € R : exp’(z) = exp(x)
K.5.4.2: Logarithmus auf R* diffbar mit log’(z) =
K.5.4.4: sin’(x) = cos(z) cos’'(z) = —sin(x)
K.5.4.5: sin(—z) = —sin(xz) cos(—z) = cos(z)
L.5.4.6: (a®)" =log(a) - a®

P.12.2: arcsin’(z) =

1
x

1
1+x2

V1—22

arctan’(r) =

5.5 Taylor-Entwicklung:

S.5.5.1: Sei f(a,b) — R n-mal stetig differenzierbar. Dann existiert

zu jedem Paar von Punkten z,z¢ € (a,b) ein £ = &(z,z0) € (a,b)
zwischen x und zo, sodass gilt:
(k) (k) (k)
( Zk o f (xo) ( — 20 )k - f (z0) (x _ wo)"

P,(z) = n-tes Taylor Polynom mit Entwmklungspunkt Zo
B.5.5.2: im0 (¢(xo,)) = F) (o)

f(w) = Pa(w) + o]z — o|")
Das n-te Taylor-Polynom ist eine polynomiale Approximation n-
ter Ordnung von f und als solche eindeutig bestimmt.



6 Riemannsche Integration

6.1 Konstruktion des Riemann-Integrals

Ist X = [a,b] C R ein Intervall, so nennen wir Z = (I;)j_; eine
endliche Intervallpartition von z, falls Z eine Partition von X
und jedes I; ein Intervall ist.

B.6.1.1: Intervallpartitionen werden durch die Endpunkte der I;
(Unterteilungspunkte) eindeutig festgelegt: a = o < 21 < ... <
Zn = b, so schreibt man Z(xo, ..., xy) fir die entsprechende Inter-
vallpartition (I;)7—; mit Partitionsintervallen I; = (z;_1,z;].

P und Q Partitionen eines Raumes X: Q verfeinert P & Q < P
VQeQIPeP:QCP

Gemeinsame Verfeinerung : PV Q ={PNQ | P P,Q € Q}
B.6.1.2: Die gemeinsame Verfeinerung P V Q ist wieder eine Par-
tition von X und es gilt: PV O P und PV Q< Q

Sind Z und Z’ Intervallpartitionen der obigen Form, so gilt dies
auch fir ZVT'.

Seien nun a < b € R. Eine Funktion T : [a,b] — R heifst Riemann-
sche Treppenfunktion, falls eine Intervallpartition Z(zo, ..., Zn) 5
(I;)7=1 von [a,b] und y1,...,yn € R existieren, sodass gilt: = €
I]' = T(l’) =Yj-

Bezeichnet 14 die Indikatorfunktion einer Menge A C R, so l&dsst
sich T' in der Form T'(x) = 3>, y; - 11, schreiben.

)d$=Zyj “(z;

B.6.1.3: T sei eine Treppenfunktion zur Intervallpartition Z. Ist
J <X T so ist T auch zu dieser eine Treppenfunktion. Das Integral
von T ist jedoch wohldefiniert.

B.6.1.4: Sind T und S zwei Treppenfunktionen auf [a, b] mit Par-
titionen Z und J, so ist T 4 S eine Treppenfunktionen mit Inter-
vallpartition Z V 7.

b b
Oberintegral/ f(z)dz = inf {/ T(z)dz | T € T([a,b]), f < T}

b
Integral von T iiber [a,b] : / T(z —T_1)

b b
Unterintegral/ f(z)dz = sup {/ T(z)dz | T € T([a,b]), f > T}

Ist der Wert von Ober- und Unterintegral gleich, so schreiben wir
fab f(z). Die Funktion f heift dann Riemann-integrierbar. R([a, b])
ist die Menge aller Riemann-integrierbaren Funktionen auf dem
Intervall.

L.6.1.5: Fiir jede beschrinkte Funktion f : [a,b] — R gilt:

[ 1@< [ 1@a

B.6.1.6: Beweis der Integrierbarkeit einer beschrinkten Funktion
: [a,b] — R: Fiir jedes € > 0 existieren zwei Treppenfunktionen
T und TT (T~ < f<TH):

/:T+(:c) dm—/be(x) dzr<e

B.6.1.8: Ist f : [a,b] — R eine beschrénkte Funktion und Z =
I;)7_, eine Intervallpartition von [a, b], so definieren

T~ =) a;1;; mit a; = inf{f(z) |z € I;}
j=1

= ij].[j mit b; = sup{f(z) | =z € I;}
j=1
zwei Treppenfunktionen, die T~ < f < T erfiillen. T~ (T1) ist
die groftmogliche (kleinstmoglichste) Treppenfunktion unterhalb
(oberhalb) von f.

~

—

6.2 Integrierbarkeit

S.6.2.1: Integrierbarkeit stetiger Funktionen
Ist f: [a,b] — R stetig, so gilt f € R([a,b]).
B.6.2.2: Ist f € R([a,b]) und T eine Treppenfunktion mit 7' < f,
so ist fiir jedes M € R auch T'— M eine Treppenfunktion mit

T-M<f—M:
b b
/ f(z)—MdJ::/ () dz — M(b—a)

’ —f(z) de = — / f(z) dz

S 6.2.3: Linearitét des Integrals

eien f,g € R([a,b]) und «,B € R. Dann ist auch af + Bg €

R [a,b]) und es gilt:
a:—a/ flz dx+ﬂ/

(
/abaﬂ )+ Bola

B.6.2.4: Angenommen a < b < ¢ und f : [a,¢] — R. Dann ist
f € R([a,c]) dquivalent zu fi, 4 € R([a,b]) und fj ¢ € R([b, ¢]):

/f dx—/f dx+/f ) dz

B.6.2.5: Angenommen f € R([a,b]) und Vz € [a,b] : |f(z)] < M:
—M~(b—a)§/f(m)dx§M~(b—a)

S.6.2.6: Fir f € R([a,b]) seien M~ = inf{f(z) | z € [a,b]} und
Mt = sup{f( )|z € [a,b]}. Sei @ : [M~, M"] — R stetig. Dann
gilt ®o f € R([a,b]).

K.6.2.7: Sind f,g € R([a, b]), so folgt:

) f-g€R([a,0])
b) || € R([a,b])
< (17 ar
S.6.2.8: Ist f : [a,b] — R monoton wachsend, so gilt f € R([a,b]).

/f ) dz

6.3 Integrierbarkeit und Differentiation

Ist f : [a,b] — R Riemann-integrierbar, so heift die diffbare Funk-
tion F : [a,b] — R welche F' = f erfiillt, eine Stammfunktion von

f

S.6.3.1 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Sei f: [a,b] — R stetig und F : [a,b] — R auf ganz (a,b) diffbar.
Dann gllt F’ = f auf (a,b) genau dann, wenn fiir alle z € [a, b]:

F(x / f(t) dt gilt.

L.6.3.2: Ist f € R([a,b]) und F : [a,b] — R eine auf (a,b) differen-
zierbare Funktion mit F’ = f, so gilt:

F(z) = —|—/x f(t) de
L.6.3.3: Sei f € R([a,b]) und F :

/fdt

Dann ist F stetig. Ist zudem f im Punkt = € (a,b) stetig, so ist F’
in z differenzierbar und es gilt: F'(z) = f(z).

B.6.3.5: Die Stetigkeit von f im Hauptsatz lésst sich nicht durch
Riemann-Integrierbarkeit abschwéchen Sei f: [—1,a] — R erklért
durch f(z) = 1p,1)(2). Dann hat F(z) = [*, f(t) dt die einfache

[a,b] — R definiert durch

Darstellung
0 <0
F(z) = = und ist in = 0 nicht differenzierbar.
z x>0
K.6.3.6: Substitutionsregel

Sind f : [a,b] = [¢,d] und g :
x <y € [a,b], so gilt:
y , 9(v)
[ 1o gwa=["" s as
T g(z)

K.6.3.8: (Partielle Integration)
Seien f,g € R([a,b]), und F,G : [a,b] = R differenzierbare Funk-
tionen mit F' = f und G’ = g. Dann gllt fir z < y € [a, b]

/ "F(t) - g(t) dt = F(y) - Gly) — / £(8)

6.4 Erweiterungen des Riemann-Integrals

[¢,d] — R differenzierbar und

Sei a € R und b € RU {+o0}. Ist dann die Funktion f : [a,b) — R
fiir jedes = € [a, b) auf [a, b] Riemann-integrierbar und existiert der



Grenzwert:

/:f( at= 1ty [ 1) a

x b
so nennen wir diesen das uneigentliche Riemann-Integral von
f tber [a,b). Fir a € RU —oco und b € RU +oo wird das un-
eigentliche Integral fir f : (a,b) — R mit beliebigem ¢ € (a,b)
erklart:

/abf(t) dt = /:f(t) dt—i—/bcf(t) dt

B.6.4.2: Angenommen f : R — R ist strikt monoton fallend und
auf jedem Intervall [a,b] C ]RD+ Riemann-integrierbar. Dann gilt:

n)g/o‘”f(x) de <" f(n)

Integrale komplexwertiger Funktionen lassen sich durch Zerlegung
in Real— und Imaginérteil erkliren. Gilt R(f), S(f) € R([a,b]), so

ist f : [a,b] — R Riemann-integrierbar und es gilt:
b
[ s = [ ar i [ @) ar

L.6.4.3 4 3: Ist f : [a,b] — C Riemann-integrierbar, so ist:

/|f )| da

7 Metrische Raume

) dz

7.1 Definition und Beispiele

Ein metrischer Raum (X, d) ist ein Paar aus einer Menge X und
einer Abbildung (Metrik, Abstandsfunktion). d : X x X — [0, 00)

D1) d(z,y) =0=z=y (Definitheit)
(D2) d(z,y) = d(y, z) (Symmetrie)
(D3) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2) (A- Ungleichung)

Offene e-Kugel um den Punkt xz € X :
Be(z) = {y € X [ d(z,y) < e}
L.1.1.1 D3 ist dquivalent zur umgekehrten Dreiecksungleichung:

(D3°) |d(, 2) — d(z,y)| < d(y, 2)
Beispiele 1.1.2
a) d(z,y) = |z —y| b) (X,d) MR, A C X = (A,djaxa) MR

n
1=1

d) Normierte Metrik: d(v,w) = ||v — w|| mit Vektorraum (V|| -||)

¢) Euklidische Metrik: d(x,y) = (yi — x:)?

e) doo(2,y) = maxj_y |wi — yil, di(z,y) = 3251, [@: — yil
Raum der beschriankten Funktionen:

Fo(la,b],R) = {f : [a,b] = R | f ist beschrankt}

f) Supremumsmetrik: doo(f, ) = sup,c,4 [f () — g9(z)|

— Konvergenz beziiglich dieser Metrik: Gleichméfige Konvergenz.
Raum der stetig diffbaren Funktionen auf [a,b]: C*([a, b],R)

g) dci (f, 9) = max{sup,¢ (44 | f(2)—9(2)],5UPsc (a0 | f'(2)—g' (2)[}
h) Sei €2 beliebige Menge und (X, d) ein metrischer Raum. f : Q —
X ist beschrénkt, falls: sup,, ,/cq d(f(w), f(w)) < oo

i) ds(a,b) = 3200 27™(1 — bayp,,) fiir a,b € AV
0 a#p .
Kronecker-Delta: 045 = ) Ein Metrischer Raum (X, d)
o=

mit der Eigenschaft: d(a,c) < max{d(a,b),
heifft ultrametrischer Raum.

i) d: R(la,b]) x R([a,b)) > R d(f,g) = [*|f(z) - g(z)|de
Hier ist keine Definitheit gegeben. Man kann Jedoch eine Aquiva-
lenzrleation einfiihren: f ~ g & fb |f ( )|dz = 0

Auf R([a,b])/ ~ wird nun durch d(] f |f(z
eine Metrik definiert.

k) Damit kann man auch auf dem Raum der quadratintegrierbaren
Funktionen (fab f(z)?dz < 00) eine Metrik definieren.

1) Ist X eine beliebige Menge und erfiillt d : X x X — R die Bedin-
gungen (D2) und (D3), sowie d(x,z) = 0 fiir alle € X, so nennt
man d eine Pseudometrik auf X. z ~ y < d(z,y) = 0 ist eine
Aquivalenzrelation und X/ ~ wir mit d~([z],[y]) = d(z,y) zum
metrischen Raum.

m) I'(N) = {(#n)nen € R" | 3, oy |2n| < 00} (Raum der absolut
summierbaren Folgen) = d(x,y) = >, cy |Zn — Ynl-

d(b,c)} Va,b,c € X

(2)|da

6

n) Auf dem Raum quadratsummierbarer reeller Folgen gilt dies
analog.

0) Die Metriken lassen sich auf komplexwertige Félle iibertragen.
p) Diskrete (triviale) Metrik fiir jeden beliebigen Raum X.

d(z,y) 0 firz=y
x,y) =
v 1 firz#y

7.2 Konvergenz und weitere Grundbegriffe

Sei (X, d) ein metrischer Raum und (z,)nen eine Folge in X. Die
Folge konvergiert gegen einen Punkt z € X, falls gilt:
Ve>03IN e N:d(zp,z) <eVin >N

x heift dann Grenzwert oder Limes der Folge (2 )nen : 1M 2,

=

B.1.2.1 Eine Folge (2 )nen im metrischen Raum (X, d) konverglert

genau dann gegen = € X, falls zu jeder Umgebung U von X ein
N € N existiert, sodass z, € U fiir alle n > N gilt.

B.1.2.3 Die Frage nach der Konvergenz héngt nicht nur von den
betrachteten Folgen, sondern auch von der Metrik ab.

L.1.2.4 Grenzwerte von Folgen in metrischen Rdumen sind eindeu-
tig bestimmt.

B.1.2.5 Eine Teilmenge U C X eines metrischen Raumes (X, d)
heifst offen, falls gilt: Vo € U3e > 0: B.(z) C U

A C X heift abgeschlossen, falls A = X\A offen ist.

S.1.2.6 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X
ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir jede konvergente Folge
(@n)nen in A auch der Grenzwert x = im in A liegt.

B.1.2.7 Gilt x € U und ist U offen, so nennen wir U eine offene
Umgebung von X. Allgemein heiflt eine Menge A C X Umge-
bung von z € X, wenn A eine offene Umgebung des Punktes x
enthélt. Fiir geniigend kleine € > 0 gilt: B:(z) C A.

Inneres int(A) = A° = {x € X | A ist Umgebung von z}
Abschluss cl(4) = A = {z € X | A® ist nicht Umgebung von x}
Rand 04 = A\ A°

Eine Menge A C X heifit dicht in X, falls A = X gilt und nir-
gends dicht, falls (4)° =0

L.1.2.9 Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X.

a) Das Innere von A ist offen.

b) Der Abschluss von A ist abgeschlossen.

) A

) A mFDA F abgeschlossen F
A st offen < A = A°

e)
f) (47)°
g

o

UUCA U offen U

(=R

= (A%)
) (A)° = (A9)°

h) 9(A°) = 0A
Ein Punkt z € X heifft Hiufungspunkt einer Menge A C X,
falls A\{z} jede Umgebung von = schneidet. Ist # € A kein Héau-
fungspunkt von A, so heifst x isolierter Punkt von A.
L.1.2.10 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Ein Punkt x € A ist
genau dann Hiufungspunkt einer Menge A C X, falls eine Folge
(Zn)nen in A\{z} mit x = lim z, existiert. z € X heifit Beriihr-
punkt der Folge (zr)nen, falls es zu jeder Umgebung U von z und
zu jedem n € N ein m > n mit z,, € U gibt.
B.1.2.11 Haufungspunkt = Beriithrpunkt(wenn x

7.3 Stetigkeit

Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Rdume. Eine Abbildung f :
X — Y heift dann stetig, falls Urbilder offener Mengen in Y
immer offene Mengen in X sind. Die Abbildung f heifst stetig im
Punkt x € X, falls das Urbild jeder Umgebung von f(z) eine Um-
gebung von z enthélt.

Ist f bijektiv und auch fﬁ1 ;Y — X stetig, so nennen wir f einen
Homd&omorphismus zwischen X und Y.

L.1.3.1 Sei f : X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Réu-
men. Dann ist folgendes dquivalent:

a) f ist stetig

b)Vze Xunde>036>0: f(Bs(z)) C B:(f(x))
c)VzeXunde>036>0:dx(z,y) <d=dyv(f(z), fly) <e
d) Fiir jede konvergente Folge (zn)nen in X mit Hm g, T
() = f(2)

L.1.3.2 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann ist fiir jedes y € X



stetig, das heifft aus lim z,, = z folgt

n—oo

die Funktion z — d(z,y)
. d(z,,y) = d(z,y)
S.1.3.3 Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Angenommen
(fr)nen ist eine Folge stetiger Funktionen f, : X — Y und es
gilt lim f, = f beziiglich der Supremumsmetrik do, auf F(X,Y).
Dann ist der Grenzwert f ebenfalls stetig.

B.1.3.4 Die Familie der stetigen Funktionen C(X,Y) ist eine abge-
schlossene Teilmenge des metrischen Raumes (F(X,Y),dw).
B.1.3.5 Eine Funktion f : X — Y zwischen zwei metrischen Réu-
men heifit gleichméfiig stetig, falls zu jedem € > 0 ein § > 0
existiert, sodass dx (z,y) < ¢ immer dy (f(z), f(y)) < € folgt.
B.1.3.6 Die Abbildung f heifft Lipschitz-stetig, falls ein L > 0
existiert, sodass gilt: dy (f(z, f(y)) < L-dx(z,y) Vz,ye X
Jede Lipschitz-stetige Abbildung ist auch gleichmafig stetig, da zu
€ > 0 immer § = /L gewahlt werden kann.

7.4 Vollstandigkeit

eine Folge (zn )nen in einem metrischen Raum (X, d) heifft Cauchy-
Folge, falls gilt: Ve > 03 N € N: d(zn,zm) <& Vn,m >N
L.1.4.1 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann ist jede konvergente
Folge in X eine Cauchy-Folge.

Wir nennen einen metrischen Raum (X, d) vollsténdig, falls jede
Cauchy-Folge in X konvergiert. B.1.4.2 Die reellen Zahlen R mit
der tblichen Abstandsmetrik sind vollstandig. Jeder euklidische
Raum R" ist vollstdndig.

S.1.4.3 Sei Q eine beliebige Menge und (Y, dy) ein metrischer Raum.
Dann ist (F5(€,Y), doo) genau dann vollstéandig, wenn (Y, d,) voll-
standig ist.

L.1.4.4 Ist (X,d) ein vollstandiger metrischer Raum und A C X
abgeschlossen, so ist auch (A, d) vollstandig.

L.1.4.5 Angenommen (X,d;) und (Y,d,) sind metrische Raume.
Dann ist Co(X,Y) = {f : X — Y | f ist stetig und beschrénkt.}
eine abgeschlossene Teilmenge von (Fp(X,Y), doo).

K.1.4.6 Sind (X,d5) und (Y, dy) metrische Radume und ist (Y, dy)
vollstandig, so ist Cp(X,Y) vollstandig.

Ist (X,d) ein metrischer Raum, so nennen wir f : X — X eine
Kontraktion, falls es eine Konstante A\ € [0,1) gibt, fiir die gilt:
d(f(@), f(y) < A-d(w,y) Va,ye X

Wir nennen z einen Fixpunkt fir f: X — X, falls gilt: f(zy) =
Tf

S.1.4.7 Banachscher Fixpunktsatz

Angenommen f : X — X ist eine Kontraktion mit KK \ auf einem
vollstdndigen, metrischen Raum (X, d). Dann existiert genau ein
Fixpunkt 2y € X von f in X, und fiir jedes x € X und n € N gilt:
d(fn(m)7 xf) < And('% xf)

Anwendung: Beweis der Existenz von Losungen fiir Differential-
gleichungen.

P.1.4.8 Sei V : R — R Lipschitz-stetig und to,xo € R. Dann exis-
tiert zu jeder Anfangswertbedingung x(to) = zo eine Losung der
Differentialgleichung o’ = V()

7.5 Der Satz von Baire

Eine Teilmenge eines metrischen Raumes heiftt dicht, falls ihr Ab-
schluss der gesamte Raum ist. Sie heifft nirgends dicht, wenn
ihr Abschluss keine offene Menge enthélt. Die Vereinigung abzahl-
bar vieler abgeschlossener, nirgends dichter Mengen heifit magere
Menge oder Menge 1. Kategorie. Eine Menge, die Schnitt ab-
zahlbar vieler dichter offener Mengen ist, heiftt residuelle Menge
oder Menge 2. Kategorie.

Bemerkung 1.5.1

a) Eine Menge ist genau dann dicht, wenn sie jede e-Kugel schnei-
det. Sie ist genau dann nirgends dicht, wenn ihr Abschluss keine
offene Kugel enthélt.

b) Ist A eine abgeschlossene und nirgends dichte Menge, so muss
wegen A = A das Komplement A€ jede offene Kugel schneiden.
Also ist A eine offene und dichte Menge.

¢) Das Komplement einer offenen und dichten Menge ist eine ab-
geschlossene und nirgends dichte Menge.

¢) Seien O und U offen und dicht. Dann enthélt jede Kugel B.(x)

eine in O enthaltene kleinere Kugel Bs(y). Diese wiederum enthélt
eine noch kleinere Kugel B,(z) C U NO. Also ist O N U ebenfalls
offen und dicht.
Beispiele 1.5.2
a) Jede endliche Menge A C R ist abgeschlossen und nirgends dicht
und daher mager.
b) Jede abzdhlbare Menge A C R ist Vereinigung abz&hlbarer ein-
elementiger Mengen und daher mager. Damit ist Q mager.
¢) R\Q ist residuell.
L.1.5.3 Eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d) ist genau
dann residuell, wenn ihr Komplement mager ist.
L.1.5.4 Der Schnitt zweier residueller Mengen ist wieder residuell.
K.1.5.5 Eine Menge kann nicht gleichzeitig residuell und mager
sein.
S.1.5.6 Satz von Baire
Ist (X, d) ein vollstdndiger metrischer Raum, so liegt jede residu-
elle Menge dicht in X.
K.1.5.7 Ist (X,d) ein vollstdndiger metrischer Raum, so hat jede
magere Menge M leeres Inneres. Insbesondere ist M # X.
B.1.5.8 Liouvillesche und Diophantische Zahlen
Zun,k,q € Nseie(n,k,q) = ﬁ. Dann ist fiir jedes Paar n, k € N
Loi=10100 U Bewwo?

p/q€QN[0,1] 1
offen und dicht. Fiir die 'Lénge’ von L, fiir £ > 3 gilt die Ab-
schétzung oo
Lange(Lnk) < Z

q=1

2(q7+kl) < o0 L= ﬂ Ln,k

n-q

n,keEN

Zahlen aus £\Q werden Liouvillesche Zahlen genannt. Diese
sind irrationale Zahlen, welche gut durch rationale Zahlen appro-
ximierbar sind.
Zahlen aus [0, 1]\ (£LUQ) werden Diophantische Zahlen genannt
und sind ’besonders irrational’ (Beispiel: goldener Schnitt)
B.1.5.10 Cantormengen
Sei X =0,1,2" und ¢ : X = [0,1],a = 327, a,3™"
¢ bildet den Folgenraum X surjektiv und stetig auf [0,1] ab. Sei
A = 0,2Y und C = p(A). Dann heift C die Mittelsegment-
Cantormenge.
Allgemein gilt fiir Cantormengen: Sie sind kompakt, nirgends dicht
iiberabzahlbar und jeder Punkt der Menge ist ein Haufungspunkt.

7.6 Kompaktheit

Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Eine Familie (U;);er
offener Mengen mit beliebieger Indexmenge I heifit offene Uber-
deckung von A, falls gilt A C |J,;.,; Ui. Die Uberdeckung heifit
endlich, falls I endlich ist. Die Menge A heifst kompakt, falls
es zu jeder offenen Uberdeckung von A eine endliche Teiliiberde-
ckung gibt. A heiftt folgenkompakt, falls jede Folge in A eine
konvergente Teilfolge besitzt. Schlieflich nennen wir A relativ-
kompakt, wenn A kompakt ist.

S.1.6.1 Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Dann ist die
Menge A genau dann kompakt, wenn sie folgenkompakt ist.
L.1.6.2 Eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ist
auch vollstandig.

L.1.6.3

a) Abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen sind kompakt.
b) Kompakte Teilmengen metrischer Radume sind abgeschlossen.
Ein metrischer Raum (X, d) heifit prikompakt, falls es fiir alle
€ > 0 endlich viele Elemente z1, ..., x, gibt, sodass gilt:

X = U:'L:l B (z:)

T.1.6.4 Theorem von Heine-Borel

Ein metrischer Raum (X, d) ist genau dann kompakt, wenn er pré-
kompakt und vollstdndig ist.

K.1.6.5 Jede beschrénkte und abgeschlossene Teilmenge des R™ ist
kompakt.

Eine Familie von Mengen (A;);cr hat die endliche Durchschnitts-
eigenschaft, falls fiir jede endliche Menge I’ C T gilt: Ny A; # 0.
L.1.6.6 Cantor’scher Durchschnittssatz

Ist (X,0) ein kompakter topologischer Raum und (4;);cr eine
Familie abgeschlossener Teilmengen von X, welche die endliche
Durchschnittseigenschaft besitzt, so gilt (,o; Ar # 0.



Man nennt einen metrischen Raum (X, d) separabel, falls er eine
abzéhlbare dichte Teilmenge besitzt.

B.1.6.8 Jeder euklidische Raum R"™ ist separabel, denn er besitzt
die abzahlbare dichte Teilmenge Q™.

L.1.6.9 Jeder kompakte metrische Raum (X, d) ist separabel.
L.1.6.10 Bilder kompakter Mengen unter stetigen Abbildungen
sind kompakt.

S.1.6.11 Sei (X,d) MR und A C X. Dann ist dquivalent:

a) A ist kompakt.

b) jede stetige Funktion f : A — R nimmt auf A ihr Maximum
(oder Minimum) an.

¢) jede stetige Funktion f: A — R ist beschrankt.

Ist eine stetige Abbildung invertierbar, muss die Umkehrfunktion
i.A. nicht stetig sein.

L.1.6.13 Hom6omorphie-Kriterium

Eine stetige Bijektion von einem kompakten metrischen Raum
(X,d) in einen metrischen Raum (Y,d) ist stets ein Homdomo-
phismus.

L.1.6.14 Sind X,Y metrische Rdume, f : X — Y stetig und
AC X, sogilt f(A) = f(A)

L.1.6.15 Stetige Funktionen auf kompakten metrischen Rdumen
sind immer gleichméfig stetig.

7.7 Der Satz von Arzela-Ascoli

Der Satz von Arzela-Ascoli liefert ein Kriterium fiir die Existenz
gleichmifig konvergenter Teilfolgen von Funktionenfolgen.

Sind (X, ds), Y,dy metrische Ridume, so heifit eine Familie von
Funktionen F C C(X,Y) gleichgradig stetig, falls es fiir jedes
2 € X und € > 0 eine Umgebung Bs(z) von x gibt, sodass gilt:
f(Bs(x)) C B-(f(x)) V[eF.

B.1.1.1 Ist eine Funktionenfamilie F gleichgradig stetig, so auch
ihr Abschluss F beziiglich der Supremumsmetrik.

T.1.1.2 Theorem von Arzela-Ascoli

Seien (X, d.), (Y, dy) metrische Raiume und X kompakt. Dann ist
eine Familie von Funktionen F C C(X,Y) genau dann relativ-
kompakt, wenn F gleichgradig stetig und F(z) := {f(x) | f € F}
fiir jedes x € X relativ-kompakt ist.

Sei (X,d) ein metrischer Raum und Y = R? oder C?. Eine Fol-
ge (fn)nen in C(X,Y) heift (punktweise) gleichgradig be-
schrankt, falls fiir alle z € X die Menge { f..(z) | n € N}beschriankt
ist.

K.1.1.3 Jede gleichgradig stetige und gleichgradig beschrankte Fol-
ge reelller oder komplexer Funktionen auf einem kompakten Raum
hat eine gleichméfig konvergente Teilfolge.

7.8 Zusammenhang

Sei (X, d) MR. Eine Teilmenge A C X heiflt zusammenhéngend,
falls fiir jedes Paar disjunkter offener Mengen U,V C X gilt:
ACUUV = UNA=0oderVNA=10

L.1.8.1 Eine Menge A C R zusammenhéingend < A ist ein (unbe-
schrénktes) Intervall.

Vereinigungen nicht umbedingt zusammenhéngend falls ANB = ().
Schneiden sie sich, ist der Zusammenhang immer gegeben.
L.1.8.2 Angenommen A und B sind zusammenhéngende Teilmen-
gen eines MR (X, d) und AN B # (. Dann ist AU B zusammen-
hingend. Durchschnitte miissen nicht zusammenhingend sein.
L.1.8.3 Sei (An)nen eine absteigende Folge kompakter und zusam-
menhéingender Mengen. Dann ist A = (), o ebenfalls zusammen-
hingend.

L.1.8.4 Stetige Bilder zusammenhéngender Intervalle sind zusam-
menhéngend.

S.1.8.5 Sei (X,d) MR und A C X. Dann wird durch:

x ~ y < J zusammenhingende Menge C' C A mit z,y € C

eine Aquivalenzrelation auf A definiert. Die Aquivalenzklassen hei-
fen Zusammenhangskomponenten.

B.1.8.6 Eine Teilmenge A eines MR heiffit wegzusammenhén-
gend, falls es zu beliebigen Punkten x,y € A eine stetige Funktion
v :[0,1] — A gibt, die ¥(0) = z und (1) = y erfiillt (stetiger Pfad

von z nach y).

Zusammenhang impliziert nicht Wegzusammenhang:
A={(z,sin(1)) | = € (0,1} U ({0} x [1,1])

Fiir offene Teilmengen des R™ sind Zusammenhang und Wegzu-
sammenhang dquivalent.

7.9 Bem. zu MR und top. Raumen
7.9.1 Punktweise und gleichmiRige Konvergenz

Seien (X, d.), (Y,dy) MR. Eine Folge von Funktionen f,, : X - Y
heifst punktweise konvergent gegen f: X — Y, falls gilt:

Jim £ (2) = f(x) fir alle z € X.

Gleichméfige Konvergenz: Ve >03 N e NVz e X Vn > N:
|fn(z) = fz)| <e

B.1.9.1 a) Punktweise Grenzwerte sind eindeutig bestimmt.

b) Konv. eine Funktionenfolge gleichméfig, dann auch punktweise.
B.1.9.3 Stetigkeit bleibt unter punktweise Konvergenz nicht immer
erhalten.

7.9.2 Topologische Raume

Konvergenz: eine Folge (zr)nen konvergiert gegen x € X < es gibt
zu jeder offenen Umgebung U von z ein N € N, sodass z,, € U fiir
alle n > N gilt.

Sei X eine beliebige Menge. Eine Mengenfamilie O C X heifit To-
pologie, falls sie folgendes erfiillt:

010e0,Xe0

02U,,....U0,cO0=_, €0

03 UiGOVZ’EI:}UieIUiEO

I ist eine beliebige (iiberabzihlbare) Indexmenge. Das Paar (X, O)
heiflt topologischer Raum, die Mengen aus O werden als offene
Mengen bzeichnet.

B.1.9.6

a) Ist (X,d) MR und O die aus den offenen Teilmengen von X
gebildete Topologie, so ist die Menge:

B={B:(x)| e >0,z € X} eine Basis von O.

b) Ein topologischer Raum X heiflt separabel, falls eine abzahl-
bare dichte Teilmenge D C X existiert.

B ={Bi/n(z) | n € N,z € D} ist eine abzahlbare Basis.

Hat ein topologischer Raum eine abzihlbare Basis, so erfiillt er das
2. Abzihlbarkeitsaxiom.

¢) Angenommen X bel. Raum und B C P sei eine durchschnitts-
stabile Mengenfamilie, die X und @ enthilt. Dann ist B eine Basis
der Topoliogie, die aus allen Vereinigungen von Mengen aus B be-
steht. Sie wird als die von B erzeugte Topologie bezeichnet.

7.9.3 Vervollstandigung metrischer Rdume

Ist ein metrischer Raum (X, d) nicht vollstindig, so lasst er sich
immer vervollstdndigen. Es existiert somit ein vollstdndiger MR
(X, CZ) und eine injektive Abbildung i : X — X, sodass gilt:

Va,y € X :d(i(z),i(y)) = d(z,y)

Der Raum X wird in X isometrisch eingebettet. Er lisst sich
als Teilmenge des Raumes X auffassen.

Konstruktion von X: X Raum aller Cauchy-Folgen in X:
Aquivalenzrelation: (z5)nen) ~ (Yn)nen & 5 d(zn, yn) = 0.

X ist dann der Quotientenraum: X = X /~

7.9.4 Hausdorff-Metrik

Ist (X,d) MR, so bezeichnen wir mit £(X) = {K C X | K ist
kompakt} die Menge aller kompakten Teilmengen von X. Zudem
sei flir A C X die e- Umgebung um A gegeben durch:

Be(A) =Uyep Be(z) ={ye X |Tz € A:d(z,y) <e}

Auf K(X) wird die Hausdorff-Metrik definiert:

dn(A,B) =inf{e > 0| AC B:(B) AB C B:(A)}

S.1.9.7 Ein MR (X, d) ist kompakt < (K(X), d») kompakt



8 Konvergenz von Funktionenfolgen
und Potenzreihen

8.2 Vertauschbarkeit von Grenzwerten

S.2.2.1 Angenommen I = [a,b] C R ist ein kompaktes Intervall
und (fn)nen Folge Riemann-integrierbarer Funktionen, gleichmé-
Rig konvergent gegen f : I — R. Dann ist f Riemann-integrierbar:
Ji f@)de = Jim [ f, (2)dz

K.2.2.2 Sei I = [a,b] C R kompaktes Intervall und (fn)nen eine
Folge diffbarer Funktionen f,, : I — R. Angenommen f,, Riemann-
intbar und gleichméfig konvergent gegen g : I — R und fiir bel.
xo € I existiert m f(zo) = yo:

Dann konvergiert (f,)nen gleichméRig gegen f : I — R mit f(zo)
yo und es gilt auf ganz I : f' = g.

8.3 Parameterabhing. Integrale, Faltungen

L.2.3.1 Angenommen I,J C R kompakte Intervalle und F' : I x
J — R stetig. Sei t € I ein Paramter und f; : J — R,z — F(t, z).
Fiir bel. ¢t € I gilt dann: Jim [ fy (z)de = [, fi(z)dz

S.2.3.3 Angenommen I, J C R sind kompakte Intervalle und F' :
I'x J — R stetig und fiir jedes feste x € J die Funktion ¢ — F'(¢, z)
stetig diffbar. Zudem sei 6; F'(t, z) stetig. Dann ist [, F(t, z)dx diff-
bar:

o [, F(t,z)dx = [, 6,F(t,x)dx

Funktionen mit kompaktem Trager: Funktionen, die aufer-
halb eines kompakten Intervalls I Null sind. I wird als Tréger
bezeichnet Die Funktion

f*gt fR g(t — z)dz heikt Faltung der Funktionen.
S.2.3. 5 Sind f7 g: R — R stetig mit kompaktem Trager und g ste-
tig diffbar: 0+ f * g(t) = f * (6:9)(¢).

S.2.3.7 Sei I C R kompaktes Intervall und C°°(I,R) Raum belie-
big oft stetig diffbarer Funktionen auf I. Dann liegt C*°(I,R) im
MR (C(I,R),d) dicht.

8.4 Potenzreihen

Sei M C R und (gn)nen Folge von Funktionen g, : M — R. Dann
wird auf A = {z € T | " gn(x) konvergiert} eine Funktion f =
> o 9n definiert, Funktionenreihe genannt. A ist Defin.bereich

der Funktionenreihe. Y g, konvergiert punktweise/gleichméfig, auf

M C R, falls Folge der Partialsummen f,, = Z?:o g; auf M punkt-
weise/gleichméRig gegen f konvergiert.

L.2.4.1 Sei M C R, (gn)nen Folge von Funktionen g, : M — R
und an = sup,cy [gn(x)|. Gilt dann ) an < 00, so konvergiert
Y nen gn gleichméRig auf M gegen f: 2 — > gn(z).

Eine Reihe der Form }_>°  an(z — x0)" wird als Potenzreihe im
Punkt zo € R mit Entwicklungspunkt zo € R bezeichnet

Konvergenzradius: p = —————— = liminf —— € R+ U{oo
g P limsup V/|an| YVla | nl { }

B, (o) heilt maximales Konvergenzintervall der Reihe.
B.2.4.2

a) Eine Potenzreihe wird durch zo € R eindeutig bestimmt. Kon-
vergenzradius nur von Koeffizienten der Potenzreihe abhéngig.
S.2.4.4 Sei p > 0 Konvergenzradius von Y7

a) Die Reihe konvergiert V x € B,(z) punktweise und auf A C
B,(z), A kompakt gleichméiRig.

b) Die Reihe divergiert V = ¢ b,(z)

S.2.4.6 Eine Potenzreihe f mit p > 0 ist auf B,(x) beliebig oft
diffbar mit Ableitung: f'(z) = > 07 ;(n + 1)ans1(z — xo)"
K.2.4.7 Ist f(z) = > 07 an(x — z0)" Potenzreihe mit p > 0, so
gilt: £ (z0) = annl!.

Sei I C R offen, f: I — R beliebig oft diffbar:

) (x .
ZZO:O fni(vo) - (z — xo)™ Taylorreihe.

Ist f eine Potenzreihe, stimmt sie auf dem Konvergenzintervall mit
ihrer Talorreihe {iberein.

S.24.9 f(z) = Yo7 gan(z —20) mit p > 0. V 21 € By(wo) lasst
sich f in eine Potenzreihe der Form: f(z) = > °°  bi(z — x1)" mit
Koeffizienten by =y o7, (Z) an(z1 —:co)"71C und Konvergenzradius
p > plx1 — xo| entwickeln.
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8.5 Der Satz von Stone-Weierstrass

S.2.5.1 Satz von Weierstrass
PI)={P:I—R|Px)=>7_,arr}, I CR kompakt, ax reell.
= P(I) liegt dicht in (C(I,R), dw) Es gibt zu jeder stetigen Funkti-
on f: I — R eine Folge von Polynomen (Py)nen, sodass lim P, =
f gleichmafig auf I konvergiert.

B.2.5.2 A C F(X,R) heifit Funktionenalgebra, falls Vf, g € A:

(A1) f+ge A

(A2) f-ge A

(A3)c-feAceR

A ist separierend, falls fiir alle Paare x # y € X 3 f € A
mit f(z) # f(y)) A verschwindet in keinem Punkt, falls
Vee X 3feA: f(x) #0. Der Abschluss von A in (F(X,R), d)
heiflt gleichméfig abgeschlossene Hiille.

S.2.5.3 Satz von Stone-Weierstrass

B.3.1.2 DA(z) =
L.3.1.3 Ist f in o € U diffbar, so ist A eindeutig bestimmt.
B.3.1.5 D|,, definiert in R™ x R™ eine affine Hyperebene

X kompakter MR. A reelle Algebra auf X, separierend und nir-
gends verschwindend. Dann ist die abgeschlossene Hiille von A
gleich X, R.

9 Mehrdim. Differential- und
Integralrechnung

9.1 Differentiation reeller Funktionen mehrerer
Variablen

Sei ||.|| Euklidische Norm. L(V, w) Menge der linearen Funktionen
zwischen VR v, W. U C R offen und f: U — R™.

f heifft im Punkt z¢ € U differenzierbar, falls lineare Abbildung
A:R™ — R™ existiert mit: lim I (=)= fﬁio)x H<I710)H =0

A heift Ableitung von f: A Df(:ro) oder A= Dfz,

B.3.1.1 Ist f in x¢ diffbar, so ist f in x¢ auch stetig.

Ist f in jedem Punkt xz¢ € U diffbar, so heifft f auf U differen-
zierbar. R" — L(R",R™),x — Df(x) heiit Ableitung von f
auf U.

A, D(DA) =0

T f(xo) = (zo, f(z0)) + {(x,dfs, -
Idgn X D fizo (R™) mit Idgn X Dfig @ @ — (2, dfz, - ).
Operatornorm: |||A]|| = sup{||[A®)|lw |v €V : |lv||lv <1}

Ist |||A||| < oo, so ist A ein beschrénkter linearer Operator.

vo € V\{0} : [A@)Ilw = ||A(t)|| - el < 1Al - ol

z) | x € R"} = (w0, f(z0)) +

L.3.1.6 W normierter VR. A : R™ — W linear: |||A|| < co
S.3.1.7 Mehrdimensionale Kettenregel

f:U—=R™ g:V = R* sowie zo € U und f(zo) € V. Ist f in xo
diffbar und g in f(zo) diffbar, so ist go f in xo diffbar und es gilt:
D(go f)(zo) = Dg(f(z0)) - Df(x0).

Sei m; : R™ — R Projektion auf die i-te Koordinate. = f
(f1,-. .,fm)T mit Koordinatenfunktionen f; : R" — R : f;
T O f

L.3.1.8 Sei f = (f1,..., fm)T : U = R™. fin xo € U diffbar
alle Koordinatenfunktionen f;,7 =1,...,m in zo diffbar

Es gilt dann: Df(x0) = (Dfi(z0),. .., Dfm(x0))T

L.3.1.9 Sei foy,0 : I = R™ t — f(zo+1t-v). fao, diffbar & f in
xo diffbar. Es gilt dann: D fz,.,(0) = D f(x0) - v

D fs,,» wird Richtungsableitung von f in o9 genannt.

Die Richtungsableitung D; fi(xo) wird j-te partielle Ableitung
von f; im Punkt ¢ genannt. Notation: 8zj fi(zo)

L.3.1.11 Ist f in xo diffbar, existieren alle partiellen Ableitungen
Oz, [ (x0) und es gilt: O, ji(x0) = D f(x0)i

L.3.1.12 Angenommen f existiert fiir jedes x € U und 0Os, fi(z)
ist als Funktion stetit. Dann ist f auf ganz U diffbar und es gilt:
0z;ji(w0) = D f(w0)s

B.3.1.14

a) I1ABI| < 1Al - 1B

b) Sei v € R und f(z) = (v,z) =
MP>™(R)Vz € R™

c) Sei f(t) =xo+t-v,s0gilt Df(t)=vVteR

d) U C R heift konvex, falls fiir z,y € U und jedes t € [0, 1] gilt,

vT -z, Dann gilt: Df(z) = o7



dass t-z + (1 —t)y € U. e-Kugeln sind offensichtlich konvex.
S.3.1.15 Angenommen U offen und konvex und f auf ganz U diff-
bar. Gilt fir M > 0 und alle z € U |||Df(x)||| < M folgt fiir alle
z,y €U: ||f(x) — f(y)|| £ M||z —y|| = f ist Lipschitz-stetig.

9.2 Hohere part. Ableit. und Taylorentw.

Ist f auf ganz U stetig diffbar, so ist Df : R™ — M"*"(R) ~ R"
wieder stetig. Ist sie ebenfalls diffbar, gilt: 9.,0,; f(x) ist die i-te
partielle Ableitung von (Df); = 0s,f in x. Dies heifit partielle
Ableitung zweiter Ordnung.
Hesse-Matrix: Hf(z) = D*f(z) = (82,04, f(x))i; € M"*"(R)
S.3.2.2 Sei U offen und f zweimal stetig diffbar. Dann gilt:
aziarj f(@) = 811‘ Oz, f(z) ‘
Noationen: |a| = 3", a; und o! = []}_, a;! und £* =T[}_, £
Fir a € Ng mit |o| < k: D f(x) =0z} ... 02" f(x)
L.3.2.3 Sei f k-mal stetig diffbar. Dann ist f5,,. k-mal stetig diffbar
unld firl =1,...,k gilt:

fow(t) = Yaengiiaizt S - D f(wo+1-v) 0"
Satz 3.2.6 Mehrdimensionale Taylor-Approximation
Sei f k-mal stetig diffbar und Bs(z) C U. Dann existiert VY €
Bs(zo) ein t = t(zo, ) € [0,1] mit:

al «

@) = S 5L Daf(a) - (z - 20)
S actgat B - (D f(zo + - (z = 20)) = D* f()) - (z — w0)a

9.3 Bestimmung lokaler Extrema

blueL.3.3.1 U C R™ 2-mal stetig diffbar, Bs(xzo) C U.

Auf Bs(wo) : f(z) = f(zo) + Df(wo) - (x —x0) + 5 (x — 0, H f (x0) -
(z — 20)) + o{llz — zo]?)

B.3.3.2 H f def. eine symm. Bilinearform: H f(z);; = H f(x);,

f hat lokales Minimum, falls es Umgeb. V C U gibt: f(y) >
f(z) Vy € V. (bei > heift das Minimum strikt oder eindeutig.)
blueS.3.3.3 f in zo diffbar mit lokalem Extremum = D f(z¢) = 0
blueS.3.3.4 f 2-mal stetig diffbar. D f(x0) = 0, H f(z0) positiv/EW
> 0 (negativ/EW < 0) definit. = f hat lokales Minimum (Maxi-
mum). Eigenwerte A\ berechnen: det(\- E, — Hf) =0

9.4 Implizite Funktionen und
Umkehrfunktionen

f:VxW = R" (z,y) — f(z,y). Ist f diffbar, bezeichnen wir
die Ableitung der Funktion = + f(z,y0) im Punkt 2o € W mit:
Dy f(20,Y0) = (O, £ (X0, Y0) - - - Oy, £ (20, Y0)) = (O, fi (20, y0)) =1
Analog wird die Abeleitung von y — f(xo,y) in y = yo mit

D, f(zo,yo0) bezeichnet.

Es gilt dann: D f(zo, y0) = (Da f(z0,y0) Dy f (20, y0))

u = (v,w) € RFT™y € R*¥ w € R™:

Df(zo0,y0) - u= Daf(zo0,y0) - v + Dy f(Z0,y0) - w

Implizite Funktion: g : V — w 16st die Gleichung f(z,g(z)) =0
S.3.4.2 Implizite Funktionen

V CR¥, W C R™ offen. f : VxW — R™ stetig diffbar, f(zo,y0) =
0 und die matrix Dy f(xo,yo) ist invertierbar (Det. # 0).

Dann 34, e und eine Abbildung g : Bs(xzo) — B:(yo) mit g(xo)
Yo, sodass gilt:

1.) Die Funktion g erfiillt die implizite Gleichung Vz € Bs(xo)
2.) g ist auf Bs(zo) stetig diffbar und es gilt:
Dg()0 — Dy (2, 9(x))~" - Duf(, 9(x)

3.) g ist eindeutig: (z,y) € Bs(xo) X B:(yo)
9(z)

Diffeomorphismus: f : U — V ist stetig diffbar und f~' ist
ebenfalls stetig diffbar.

S.343 U C R" offen x € U und f : U — R" diffbar: 3§ > 0
fiir das die Abbildung ein Diffeomorphismus ist. Zudem gilt Vy €
f(Bs(z0)): Df(y) = Df(f~'(y))~" Die Ableitungsmatrix von
f~—1 im Punkt y ist gleich der Inversen Ableitungsmatrix von f
im Punkt f~!(y).

fzy) =0=y=

9.5 Mehrdimensionale Integration

Sei C > 0,K = [a,b]"” und f : K — R stetig. Dann hingt aufgrund
der gleichméfigen Stetigkeit von f das Integral [}, f(z1,...,2zn)dz1)
stetig von (x2,...,%n) € R"~! ab. die erlaubt es, das Integral von
f iber K mittels sukzessivem Intergrieren durch

fK f(x)dz0 f; o f; f(x1,...,zn)dz1 ... dz, zu definieren.
L.3.5.2 Angenommen f, : [a,b]™ — R stetiger funktionen konver-
giert gleichmiRig gegen f : [a,b]™ — R. Dann gilt:

nILH;o f[a,b]n f”(m)dm = f[a,b]" f(:):)d:l,‘

S.3.5.3 Sei f.[a,b]” — R stetig und o{1,...,n} — {1,...,n} eine
beliebige Permutation. Dann gilt:
f:...fff(ml,‘..,xn)da:l,...,dxn

= f; e f; f(a:l, AN ,:En)d$a(n), ey dCCo<n)

S.3.5.4 Substitutionsregel

U CR" offen, T : U — R" ist injektiv und es gilt det(DT'(z)) #
0Vx € U. Ist dann f : R™ — R eine stetige Funktion mit kompak-
tem Trager K C T'(U), so gilt:

fT<K) f(@)dz0 [ f(T(x))---|det(DT(x))|dx

10 Gewodhnliche DGLs
10.1 Grundbegriffe

eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung im R? wird
durch eine Funktion V : R x R? — R? gegeben und iiblicherweise
in der Form z’ = V(t, x) geschrieben. V ist ein stetiges Vektorfeld.
Autonome DGL: Vektorfeld hingt nicht von t ab: 2’ = V(x)
Anfangswerte der DGL: (to, z0) € R x R?

Losung der DGL mit Anfangswertbedingung (AWB) z(to) = zo
ist eine diffbare Funktion x : R — R% welche die AWB und ' (t) =
V(t,z(t)) Vt € R erfiillt.

Gilt die Funktion nur auf einem Intervall (a,b) mit ¢t € (a,b), so
heifit  eine Losung auf dem Losungsintervall (a, b).
Integralgleichung: z(t) = xo + f:o V(s,z(s))ds

DGL n-ter Ordnung im R? : (™ = V (¢, z(t), ' (t), . ..
Anfangswerte: (to, zo, 70, - - - , 1’(()”71)) €R x (RH"
Jede gewdhnliche DGL n-ter Ordnung ldsst sich auf eine DGL
erster Ordnung auf R™¢ umformen:

z : R — R? Losung der DGL < X (t) = (x(t),z'(t),. ..
Lésung der DGL: X'(t) = V(t, X) mit

Xo

X3

2D (e))

S O)

V:RxR" | (t,X)— :
Xn
V(t, X1,...,Xn)
B.1.1.2 a) Alle Aussagen sind auf komplexe gewohnliche DGLs
iibertragbar.
b) Ist V reell und z : R — R? komplexwertige Losung = t —
R(x(t)) und t — I(z(t)) sind ebenfalls Lésungen.

10.2 Existenz und Eindeutigkeit von Lsg.

V : R x R? — R? global Lipschitz-stetig in , falls eine Lipschitz-
Konstante L > 0 existiert, sodass V¢t € R, z,y € R? gilt:

[V(t,z) = V(t,y) < L-[lz—yl

S.1.2.1 Satz von Picard-Lindel6f

V : R x R — R? Lipschitz-stetig in z. Dann existiert zu jeder
AWB eine Lsg. der DGL.

S.1.2.2 Banachscher Fixpunktsatz

f X — X Kontraktion mit KK A auf vollstindigen MR (X, d).
Dann 3! Fixpunkt =5 € X von f und es gilt Vo € X,n € N:

d(f" (=), ‘rf) < Ad(z, ‘Z:f)

B.1.2.3 Die Existenz lokaler Losung gewohnlicher DGLs folgt nach
Satz von Peano aus der Stetigkeit des Vektorfeldes V. Die Eindeu-
tigkeit ist jedoch nicht immer gewahrleistet.
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10.3 Exponentialfunktion fiir Matrizen

M*?4(C) wird mit der Operatornorm |||A]|| = max{||A-v| | v €
C%, ||v|| = 1} zum vollstindigen MR

Man definiere: exp(A) = >°°° | 4+ Exponentialmatrix A

S.1.3.1 Seien A,B€ M***(C)und A-B=B-A

Dann gilt: exp A + B = exp(A) - exp(B)

K.1.3.2s,t € R: exp(A(s+t)) = exp(As) - exp(At)

S.1.3.3 Fiir A € M**%(C) ist t — exp(At) auf ganz R diffbar und
es gilt: Oy exp(At) = A - exp(At)

B.1.3.5 Koordinatentransformationen

Sei B invertierbar. Dann gilt: exp(B"'AB) = B~ exp(A)B

11 Differentialformen

11.1 Grundbegriffe der Vektoranalysis

UCR?offen v : U =R, V = (V1, Ve, V5)T
Gradient: [grad(y)] = [VY]s = 0i
Divergenz: div(V) =V -V = 01 Vi + 82V + O5V3

Rotation: rot(V) =V X V = €;;10; Vié;

S.2.1.1 Satz von Gauf (Divergenzsatz)

Sei 2 C U abgeschlossen mit positiv orientiertem Rand 0€:
Dann gilt: fﬂ V-Vdv= fasz V .-nda

S.2.1.2 Stokessche Formel

V : R® — R3 diffbar, T' € U C R?® 2-mal diffbare berandete Fléche.
Dann gilt: fFV XV -nda= farv -tds

L.2.1.3 Es gilt: rot(Ve) = 0 und div(V x V) =0

: U — R3 stet. diffbar

11.2 Differentialformen

Sei U C R? offen und D C R* Produkt abgeschlossener Inter-
valle oder ein Simplex. Dann nennen wir eine diffbare Abbildung
® : D — U eine k-Fliche in U. D wird Parameterbereich von
® genannt. Eine Differentialform der Ordnung k£ > 1 in U (k-
Form) ist eine Funktion w von der Menge F(U, k) aller k-Fldchen
in U nach R:

d
w= Z Qi,...ip (T)dziy Ao A dxgy,
L yeeny i =1
= A(Diy,. .., 0;,)
w = @iy, i (@(u))det( ittt ) du
L 2o (G

®i)

,,,,,

) bezeichnet die Jakobi-Determinante der Abbil-

gy )
dung u — (<I>i1 (w),..., P, (u)) Jakobi-Matrix: J;; = gg{;
Sind Koeffizientenfunktionen r-mal diffbar, schreiben wir w € C".
Eine 0-Form in U ist eine stetige reellwertige Funktion auf U.
Es gilt: dz; Adz; = —dz; Adz; und da; Ada; =0
es existieren keine von 0 verschiedenen k-Formen auf R? mit d < k
Wachsender k-Index: I = (i1,...,ix), falls 1 <i1,< ... <ip <d
k-Grundform: dzy = dxi, A ... Adx;,
N (i1,...,1;) = Anzahl Vertausch. zum Umwand. bel. Tupels in I

(i1,.. Zk) (71)N<i1""ik) :>d1'i1/\.../\dx7;k :J(il,... ik)d{E[
Normaldarstellung: Z br(z)dzr

I

S.2.2.2 Sei w eine k-Form auf U C R? mit Normaldarstellung. Dann
ist by = 0 auf U fiir alle wachsende k-Indizes < w =0

I

11.2.3 Multiplikation und Differentiation

I, J Multiindizes. INJ = (), falls sie keinen gemeins. Eintrag haben.
[1,J] = p+ ¢-Index. a(l,J) min. Anzahl an Vertauschungen um
(41, ,%pyJ1,- -, Jq) in [, J] umzuwandeln.

Definition: da; Adzy = (fl)C‘(I’J)dx[I,J]

L.2.231,J C{1,...,d} Indizes der Linge p,q. INJ =0

Dann gilt: (I, J) = #{(s,t) | 1 < s <p,1 <t < q,is > j¢} mod 2
L.2.2.4 dx; A (d:CJ A de) = (diL'[ A d:CJ) ANdzx

Sind w, A beliebige p- und ¢-Formen mit p,q > 1:

wAX= S bi(z)es(x)dardry = 3 (=1)*E Db (2) ey (v)dwr g
L.2.2.5 w, A, & belieb. p-, ¢- und r-Formen auf U C R%. Dann gilt:
a) (W+MN)AK=(WARK)+(AAK) ¢) WAANAK=WwA(AAK)

11

L.2.2.7 w k-Form und A m-Form der Klasse C! auf U C R¢,

b)) wAA+K)=(wAN+ (wWAK)

Ableitung einer diffbaren 0-Form f: df = ijl Oz, f(z)dz;
Ableitung einer diffbaren k-Form w: dw = ), (dbr) A dz;

so gilt:
a) dwAX) = (dw) AX+ (=1)Fw A dA

b) Ist w von Klasse C?, so gilt: d*w = d(dw) = 0

11.2.4 Substitutionen

UCRLV C RY offtn und T : U — V stetig diffbar. Zudem
w =Y, br-dys eine k-Form auf V. T(z) = (t1(2),...,taor ()"
wT_ZbIOT dt; = Zb,dtil S Adty,

leferentlalform w auf V erd iiber T nach U ’transportiert’.
Spezialfall: 0-Form fr = foT

S.2.2.9 w k-Form und A\ m-Form auf V. Dann gilt:

a) W+ ANr=wr+Arfallsk=m
b) (UJ+)\)T =wr A Ar
¢) d(wr) = (dw)r, falls w € C* und T € C?

L.2.2.10 W C R* offen, sowie T: U — V, S: V — W diffbar

Zudem w k-Form auf W. Dann gilt: (ws)r = wsor

L.2.2.11Sei ® : D — U C R eine k-Flache. Zudem sei A : D — R*

die durch A(u) = u gegebene k-Fliche im R¥,
Dann gilt: fq>w = fA wa
Determinante: det(A) = Zaesd(njl:l aj,0(;)) - sgn(o)

L.2.2.12 U C RV C RY offen und T : U — V diffbar. Weiterhin

w k-Form auf V und ® : D — U eine k-Flache in U.
Dann gilt: fq, wr = fToq) w

11.3 Der Satz von Stokes

k-dimensionaler Standardsimplex:
Qr={uecR"|0<u; <1,3F w; <1} Qo={0}

o : Qr — R? heift affin (k-Simplex), wenn A = o(u) — (0) linear
Gilt o(0) = po und o(e;) = p; € R? (e; ist i-ter Einheitsvektor)
=0 =[po,p1,,pe]  o(w) =po+ L, ui(pi — po)

Ist & = [pig, - - -, Pi ] und € = sgn(io,...,ix) = 7 = €0

L.2.3.2 0 : Qr — R? affiner k-Simplex in U C R? und 5 = o

Dann gilt fiir jede k-Form w auf U : f(,r w=¢- fg w
B233F1’irk—0undeine0Formf:U—>Rsetzenwir

[, f =) ud [ f=—f(o(0)

Eine affine k-Kette in U C R (offen) ist eine endliche Familie
orentierter k-Simplizes. Ist w eine k-Form auf U: [, w = Zle o
Der Rand eines affinen k-Simplex ist die affine & — 1-Kette

90 = 30 o(=1)" - [pos -+, pic1,Pis1s - PE]
Der Rand einer affinen k-Kette I' = 0I' = >_7_, 9o,

B.2.3.5 Seien V C R™,U C R? offen und T : V — U 2-mal

stetig diffbar. Ist o0 : Qr — V affiner k-Simplex, so nennt man
® =Too : Qr — U gegebene k-Fliche einen orientierten k-
Simplex der Klasse C2
k-Kette der Klasse C* : U =37 &

Gilt ®; =T o g; schreibt man ¥ =T ol mit ' =Y;_, o3
Integral von w (k-Form) tiber die Kette ¥ : [ w=>"", fd%- w
Rand: ¥ = Z:Zl T;o0; = 0¥ = E:Zl T; o (80'1)

S.2.3.7 Satz von Stokes

Sei ¥ k-Kette der Klasse C? in der offenen Menge U C R? und w
eine k — 1-Form der Klasse C' auf U.

/dw:/ w
o ow

11.4 Differentialformen in R? und R?
(z,y,2), dA =dz Ady

Dann gilt:

Notation: (z1,z2) — (2,y), (x1,22,23) —

S.2.4.1 Satz von Green

U C R? offen, ® 2-Kette der Klasse C?, o, f : U — R stetig diffbar
Dann gilt: [,  (adz + Bdy) = [;(0:8 — 9ya)dA
Flacheninhalt der durch ® parametrisierten Menge: A(®
K.2.4.2 Sei ¢ 2- Flache mit positiver Jacobi- Determmante
Dann gilt: A(®) = [, 2dy = — [, ydz = § [,, zdy — yda

Es gilt: [lu x UH = det (u v, uuxvn)

= [ya4



®:DCR2—-UCR? 2-Fl£icheinUundf:U—>]R
Flidchenintegral fq) fda = [, f(u) - [[0u1®(u) X Qua®(u)||du
Flicheninhalt A(®) = [, ||8u1<1>( ) X Ou2®(u)||du

Definiere: No(u) = 8u1<13( ) X Ou2®(u) und no(u) = Hxigzg\l
S.2.4.4 Satz von Gauf Sei U eine 3-Kette der Klasse C? in U C R?
und V : U = R3 ein diffbares Vektorfeld.

/ V. -Vdv = / <V, n@q,>da
N4 ov

Sei 7 : [a,b] — R eine diffbare Kurve. Dann ist v rektifizierbar.
Lénge der Kurve: L(vy f 17 (w)||dw
Allgemein: f : 7([a7bD —R= [V fds = [} f(y(w) - |V (u)][du
S.2.4.5 Formel von Stokes

Sei @ eine 2-Kette der Klasse C* in U C R®> und V : U — R® ein
diffbares Vektorfeld.

/(V X V, m;,)da = / <‘/, t@q>>ds
P od

11.5 Geschloss. und exakte Differentialformen

Dann gilt:

Dann gilt:

Eine Differentialform w der Ordnung k auf U C R? heifit ge-
schlossen, falls dw = 0 auf ganz U gilt. Sie heiftt exakt falls eine
(k — 1)-Form X auf U existiert, fiir die w = d\ gilt. Nach L.2.2.7
ist jede exakte k-Form der Klasse C' geschlossen.

S.2.5.2 Lemma von Poincaré

Sei U C R? offen und konvex und k > 1. Dann ist eine k-Form w
der Klasse C' auf U genau dann exakt, wenn sie geschlossen ist.
K.2.5.4 Sei U C R? offen und konvex, V C RY offen und T: U —
V ein C? Diffeomorphismus (7' und 7! 2-mal stetig diffbar). Dann
ist jede geschlossene Differentialform auf V' auch exakt.

12 Fourier-Analysis

12.1 MaRB- und Integrationstheorie

Ziel: Teilmengen eines Grundraumes X eine Groéfe bzw. ein Volu-
men zuordnen. Auf A C P(X) wird eine Funktion u : A — R
definiert, welches als Mafs bezeichnet wird.

Zum Grundraum X heifit A C (P)(X) eine o-Algebra auf X:
(A1) X C A

(A2) Ac A= A9 = X\ A

(A3) Ap e AVneN=,yAn €A

B.3.1.1 Es folgt § € A. Seien A,B € A= AN B € A. o-Algebren
sind abgeschlossen unter endlichen Vereinigungen.

B.3.1.2 Beispiele: A = {0, X} oder P(X)

Ein Paar (X,.A) wir als messbarer Raum bezeichnet. Mengen
aus A heiRen messbar. Ein Maf p auf (X, .A) ist eine Funktion
w:A— ]RS' U 400, die o-additiv ist, das heifit: u (Wnendn) =
ZnEN A, ¥ Folgen (A, )nen paarweise disjunkter Mengen
Mafraum: (X, A, p). Ist 4(X) < oo = endliches Maf

Ist p(X) = 1 spricht man vom Wahrscheinlichkeitsmafs.
Erzeugte o-Algebra: Ist S C P(X) ein beliebiges Mengensystem,
s0 ist 0(S) = Ngc A eine o-Algebra

B.3.1.3 Ist (X, O) ein topolog. Raum, wird die (von offenen Mengen
erzeugte) o-Algebra B = 0(O) Borelsche o-Algebra bezeichnet.
Man nennt S C P(X) einen o-Ring, falls gilt:

(S1)0es

(8§2) A, BeS=ANBeS

(83) AABeS=3A,..., A, €S: B\A=W}_, A,

S heifit durchschnittsstabil, falls: A, BeS=ANBeS
v: S — RY heikt endlich additiv, falls fiir jede Familie Ay, . . .
S gilt: v (W1 Ar) = 3 p_y VAR

v heilit o-subadditiv, falls fiir alle Aq,...,
ACUA, € S=v(A) <v(U,en 4n)

v heifit o-endlich, falls eine wachsende Folge A,, € S mit | J
X und v(An) < oo fiir alle n € N existiert.

T.3.1.4 Fortsetzungssatz von Caratheodory

Sei S C P(X) ein Semiring und v : S — RTeine additive und
o-subadditive Funktion. = 3 Maf p auf (X,0(S), dass us = v
erfiillt und als Fortsetzung von v auf o(S) bezeichnet wird.

Ist v g-endlich, so ist p eindeutig bestimmt.

 An

A, €S:

nEN

Bsp.3.1.5 X =R. S = {(a,b] | a < b € R} Semiring.

v((a,b]) = b — a o-subadditiv und o-endlich. Deren Fortsetzung A
auf 0(S) = B(R) wir Lebesgue-Maf§ genannt.

B.3.1.6 p MaR auf (X,A): Ny, = {A C X |3IBe A: AC
B, u(B) = 0}. Vervollstindigung von A : A = o(AUN)

Sei (X, A) messbar. f : X — R heifit messbar, falls fiir jedes
a € R die Menge f~!((—00,a]) = {z € X | f(x) < a} messbar ist.
B.3.1.7 Stetige Funktionen auf X sind messbar beziiglich (X, B)
B.3.1.8 Summen, Produkte, Quotienten und Kompositionen mess-
barer Funktionen sind messbar.

Eine messbare Funktion 7' : X — R heifst messbare Treppen-
funktion, falls 7(X) endlich. Es gilt: 7= > a; - 1,

Familie aller messbaren Treppenfunktionen: T=T(X,A)

pMaB, T: X = R: [ T(x)du(z) = 327, a; - n(A4;)

Ist f: X — RY messbar: Integral von f bzgl. 1 gegeben durch:
Jx Fdp= sup{fx Tdp|TeT(X,A),T<f}

+f(z)

0 sonst
f*,f” intbar = f integrierbar: [ fdu= [, ffdu— [, f~du
B.3.1.9 a) Das Integral ist linear und monoton beziiglich f.

b) Ist p das Lebesgue-Mafs auf R?, heifit es Lebesgue-Integral.

¢) f Riemann-intbar = f Lebesgue-intbar (gleicher Wert).
L.3.1.10 Pktw. Limite messbarer Funktionenfolgen sind messbar.
S.3.1.11 Monotone Konvergenz

Ang. (X, A, u) Makraum, (fn)nen ist monoton wachsende Folge
messbarer Funktionen und ist f; integrierbar.

Dann gilt: [, m f.dp= lim [ f.du

(fn)nen konvergiert p-fast iiberall /sicher gegen f, falls A C X
mit p(X\A) = 0 existiert, sodass lm_ f,(z) = f(z) Vz € X

f auf X hat Eigenschaft u-fast iiberall, wenn sie auf A erfiillt ist.
S.3.1.12 Majorisierte Konvergenz (Satz von Lebesgue)

(X, A, n) Makraum, (fn)nen messbare Funkt.folge, die u-fast iiber-
all gegen f konvergiert. Zudem sei g (Majorante) nicht-negative,
intbare Fkt. auf X, fiir die |f,| < g p-fast {iberall Vn € N gilt:
Dann folgt: [, fdu = lim [  fodp

Definition: p € N: LP = {f X — R | f messbar, [, |f[Pdu < co}

Pseudonorm (ohne pos. Def.) auf £7: || fll, = ([ \f|pd,u)1/p

>
Fir f: X — R definiere man fi(x) = 20

f~g:e||If —gllp =0 eine AR. = LP(u) = LP(1)/ ~ norm. VR,
S.3.1.13 (LP(w), ||-|lp) vollstdndiger normierter VR. Im Fall p = 2
ist es ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (f,g) = [, f-gdu

S.3.1.15 Ist p das Lebesgue-Maf auf X = [a,b] C R, so liegt
C([a,b], R) dicht in ((L” (), [|-]l»)

12.2 Hilbertraume und Fourier-Entwicklung

Sei K =R oder K = C und X ein K-Vektorraum. Eine Hermite-
sche Form auf X: (.,.) : X x X — K ist eine Abbildung:

(H1) (2 + 1, 2) = (©,9) + (1, 2)
(H2) (A, ) = M, y)
(H3) (z,) = (,2)

Gilt (z,z) > 0 Vz € X\{0}, so heikt (.,.) positiv semi-definit
Gilt (x,z) > 0Vz € X\{0}, so heift (.,.) positiv definit

Eine positiv definite hermitesche Form heifft Skalarprodukt.
B.32.1 {3,y + 2) = {(2,5) + (2, 2), (5, Ay} = A2, )

S.3.2.2 Cauchy-Schwarz‘sche Ungleichung

Ist (.,.) eine pos. semi-definite hermit. Form: |{z,y)| < ||lz|| - [|y||
K.3.2.3 Die Abbildung (., .}X x X — K ist stetig.

S.3.2.4 Ist (.,.) ein Skalarprodukt auf X, so wird durch ||z|x =

(z, y)é eine Norm definiert.

B.3.2.5 Ist (Q A, 1) Mafraum, so wird L?(y) mit dem Skalarpro-

dukt: (f,g) = [, f - § dp zum Hilbertraum (HR)

L.3.2.6 Ist (.,.) Skalarprodukt auf X und ||.| die Norm, gilt das

Parallelogramm-Gesetz: ||z +y||% + |z —yl%x = 2ll=||% +2llvll%
_| B.3.2.7 Gilt das Parallelogramm-Gesetz = 3 (., .)

K=R: (z,y) = 2|z + ylk — o — y]%)

K=C: (t,y) = 2w+l — Iz -yl +ille+ iyl — il — iyl)

Definition Banachraum: Vollstandiger Vektorraum. Ist VR X +

induzierte Norm ein Banachraum = (X, (.,.)) Hilbertraum

Begriffe Sei X ein K-VR

a) =,y € X heifen orthogonal (z L

S

y) falls: (z,y)x =0
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b) A, B C X heifen orthogonal, falls z | yVx € A,y € B
c) At ={z € X |Vy€ A:z Ly} orthogonales Komplement
d) B C X heifit Orthonormalsystem falls fiir beliebige
r#y€B:|z|lx =1und (z,y) =0

e) Orthonormalsystem S heift maximal: VS’ : S C §' = S =5’
L.3.2.8 Satz von Pythagoras: z L y = ||z +y||% = ||z||* + ||y|?
Definition Sei X Banachraum und [ bel. Indexmenge. Wir sagen,
> i1 Ti konvergiert unbedingt gegen x € X, falls Ip = {i €
I | x; # 0} hochstens abzéhlbar ist und fiir (in)nen die Summe
> e Ti gegen x konvergiert: £ =Y, x;
L.3.2.9 Sei S Orthonormalsystem im Hilbertraum X.
8) 1= Y,cgale)e nd y = 3, cq b(e)e : (2, y) = sl
b)xeX,SQSundy:Zéeshz e)esogilt: (z—y) Ly
L.3.2.10 Sei X HR und S C X ein Orthonormalsystem. Va € X:
a) Sz = {e € S| (z,e) # 0} ist hochstens abzihlbar
b) Y. cs l(z, €)* und Zees<x e)e sind unbedingt konvergent
Es gilt: >, 5 |(z,e)|* < [|z]|X% Bessel‘sche Ungleichung
ozelin(S) & z=3 (@ ee & |z)|° =Y.z )
S.3.2.11 X HR und S C X Orthonormalsystem. Dann <
S ist maximal.
Gilt z Lefiralleee S,soist x =0

lin(S) = X
VeeX:xz=) gz ee (Fourier-Entwicklung)
2% =Y ces (=,

e)e,y)

a)
b)
0
d)

e)VreX: e)|? (Parseval‘sche Gleichung)
Bemerkung Sei ;i das Lebesgue-Maf auf [0,1]. Dann wird L?(u)
mit dem Skalarprodukt (f,g) = fo 1 fg dp zum HR
X MR, A C F(X,R) kompl. Funktionen-Algebra: V f,g € A:
(Al) f+ge A (A2) f-ge A
(A3)c-feA (Ad) fe A
A separiert Punkte in X, falls Vx #y € X 3f € A: f(z) # f(y)
A verschwindet in keinem Punkt, falls V2 € X 3f : f(z) #0
Abgeschlossene Hiille von A : cl(A) in (F(X,R), doo)

S.3.2.12 Satz von Stone-Weierstrass. X kompakt. MR, A kom-
plex. Algebra auf X, separierend und nicht verschwindend. Dann
ist die abgeschlossene Hiille von A gleich C(X, C)

Es gilt: L?(u) = lin({x > exp(27mniz) | n € Z})

12.3 Pktw. Konvergenz von Fourierreihen

Partialsum. in der Fourierentwickl. f: T — C, f € L*(u), N € N
sn(f,z) = ZnszN en(f) exp(2minz)

n-ter Dirichlet-Kern: Dy (t) = Zg:_zv exp(2mint)

L.3.3.1 Fiir jedes N € N gilt:

. Dx(r) = *=Teg
b) fp Dn()dt = [, Dy (t)dt =1

Sei (X, d)MR,f : X — C. fist in x € X lokal lipschitzstetig,
falls L,d > 0 existieren, sodass fiir alle y € Bs(z) gilt:

() — f@)] < L-d(z,)

8.3.32 Sei f: T — C in L?(u) beschrinkt und Lipschitzstetig in
x € T. Dann gilt: lim sy (f, z) = f(z)

K.3.3.3 a) Ist f : T — C beschréinkt in L?(u) und gilt f = 0 auf
offenem Intervall I C T, so folgt Jim sy (f, x)=0Vx el

b) Sind f,g : T — C beschrinkt in L?(u) und gilt f = g auf
offenem Intervall I C T, so folgt Jim sy(f,z) = lm (g,z)Vz eI
B.3.3.5 f : R? — C heift 1-periodisch, falls f(z 4+ n) = f(z) fiir
alle z € RY, n € 27 gilt.

12.4 FT auf dem Schwartzraum

Multiindex a € N¢ : |a| = Z;l:l oz = H?Zl 1:?’
d-mal stetig diffbare Funktion f : R* — C: D*f = Ozt ..
B.3.4.1 a) d € N, ¢ € R?, i beliebiges MaR, f € L'(p)

So gilt: | fyu £(2) exp(—i{z, £)] < fya [F(@)ldz = ]l

b) Ist g endlich: || fll = fpa [fldp < fea 1+[fPdp < p(RY) +]|£]13
Daraus folgt: L?(u) C L*(p)
c) Ist p unendlich: p(R%) =

o

00, gilt L?(u) C L'(p) nicht mehr

Fouriertrafo: F(f)(&) = (2m)~%/2 Jga fx) exp(—i(, z,&))dx
B.3.4.2 a) F(f)(§) = F(F)(=¢€)
b) F(f exp(—i(z, &))) = F(f)(§ + &)

13

L.3.4.12 Fiir f € S(]Rd) und alle = € R gilt: F(F(f))(x)
S.3.4.13 Die FT ist eine Bijektion auf S(R?) mit Inverse F !
L.3.4.14 Fiir f,g € S(RY) gilt: (F(f),
K.3.4.15 3 lineare Isometrie F5 :

8.3.4.16 a) f € L'(u) N L* (1) : F2(f)(€)

c) fir I(z) = —z gilt: F(fo ) F(f)oI

Inverse FT: F~'(¢)(z) = (2m)"%? [, ¢(€) exp(i(z, £))dE
B.3.4.3 Triger von f: Tr(f):{xeRd|f( ) # 0}
C(RY,C) = {f € C(R,C) | Jim_ f(z) =0}

]| —o0

D(R?) = {f € C*(R?,C) | Tr(f) ist kompakt}

S.3.4.4 Ist u Lebesgue-MaR auf R?, so liegt D(R?) dicht in L*(u)

L.3.4.5 Fiir f € L'(p) gilt F(f) € Co und || F(f)|lee < (2m)" 42
[Iflli. Zudem ist F als Abb. L'(u) — Co linear
f:R? = C schnell fallend, falls Vo € N§: | Im 2% f(z) =0

|| =00

Schwartzraum: S(R%) = {f € C*°(R?,

leitung D f und jedes Produkt z — 2% f(x)

b) f: R* - C SF < fiir jede partielle Ableitung D f und jedes
Polynom P : R* — C: jm P(x) - D f(z) = | Jim_ =™ f(z) =0
¢) SF sind integrierbar und quadratintegrierbar.

d) fSF &Vm eN,a e Nd : z € RY1 4+ ||z||™) - |D* f(z)| < oo
e) D(R?Y) C S(RY) = S liegt dicht in L' ()

L.3.4.8 Sei f € S(RY) C S(R?) und o € N¢

a) F(f) € C*(RY,C) und D*F(f) = —il*l F(zf)

b) F(Df) =il F(f)

K.3.4.9 Es gilt ]—"(S( ) C S(Rd)

L.3.4.10 f,g € L'(u) : fpu F 9(&)d¢ = [za f(2)F(9)(2)dz

L.3.4.11 y(z) = exp( (z, x))/2 'ya = v(az)a € R Es gilt:
@2m)~Y2 [Riy(@)de =1 F(y) =7 F(7a)() =a " F(y)(v/a)
f(=x)

Fg) ={f9)

L*(p) = L*(p) die Fyspay = F
erfiillt. Plancherel-Gleichung: (F2(f), F2(9)) = (f, 9)

Br = Br(0) gr=(2m) %2 [, f(2) exp(—i(a, &))ds

F(f)(€) p-fast sicher
gr im Sinne der L?-Konvergenz

— lim
R—o00

b) Fiir f € L*(p) gilt F»

L.3.4.17 a) Sei f € L'(u) N L?(u). Dann existiert f, € S(RY) mit

A f = fal = 1 f = fala =0

b) Fiir Funktionenfolge f, € L'(u) mit lm [, |fldy = 0 gilt
Jdim £ (1) = 0 p-fast sicher

Faltung von SF: f,g € S(R?) : = [pa flz —y) - g(y)dy

L.3.4.18 Seien f,g € S(RY). Dann gllt:

(2m)"/2 - F(f) - F(9)
= (2m)/- F(f -g)

a) F(f+g) =
b) F(f) x F(g)

C) | D’ f VB € N§ schn. fall.}
B.3.4.7 a) Ist f Schwartzfunktion (SF), so auch jede partielle Ab-



